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EINLF.ITUNG 
Diese Arbeit baut auf einer fruheren auf (Volklein [ 13]), in welcher 
fahnentransitive lineare Gruppen mit abelscher Standgruppe untersucht 
wurden. Es wurde gezeigt, dal3 solche Gruppen im wesentlichen unitare 
Gruppen sind (unter gewissen Zusatzvoraussetzungen). 
Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit war nun die Frage nach den 
fahnentransitiven Gruppen mit nichtabelscher Standgruppe. Es zeigt sich, 
da13 diese Frage eng mit der Struktur der Teilringe des unterliegenden Kor- 
pers zusammenhangt. Fur die im Titel genannten Korper ist diese Struktur 
iibersichtlich genug, urn eine Klassifikation der fahnentransitiven Gruppen 
iiber diesen Kiirpern zu gestatten. 
1st K algebraische Erweiterung eines endlichen Korpers, so ist jeder 
Teilring von K ein Kbrper. In diesem Fall kann folgendes gezeigt werden: 
Jede fahnentransitive Untergruppe von GL(n, K), n 3 5, enthalt die Gruppe 
SL(n, K). Dies verallgemeinert ein Resultat von Higman [IS] fur endliche 
K&per. 
1st K nicht algebraische Erweiterung eines endlichen Kiirpers, so hat 
SL(n, K) stets echte fahnentransitive Untergruppen (siehe Bemerkung 1). 
Fur globale Korper K erhalt man: Zu jeder fahnentransitiven Untergruppe 
G von GL(n, K), n 2 5, existiert ein Hauptidealring R mit Quotientenkiir- 
per K, so da13 G zu einer Gruppe zwischen SL(n, R) und K*GL(n, R) kon- 
jugiert ist. 
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Als Korollar erhalt man die Klassifikation der Gruppen zwischen 
SL(n, R) und GL(n, K), n 2 3, wenn R ein Hauptidealring mit Quotien- 
tenkorper K und K ein globaler K&per ist. Ferner ergibt sich, da13 fiir 
jeden Integritatsbereich R, welcher maximaler Teilring seines Quotien- 
tenkorpers K ist, gilt: Die Gruppe SL(n, R) ist maximale Untergruppe von 
SL(n, K). 
Ein wichtiger Schritt beim Beweis des Hauptergebnisses ist die 
Klassilikation der fahnentransitiven Gruppen fiber gewissen endlichen 
Ringen. Wesentlich benutzt werden ferner Ergebnisse iiber die Erzeugung 
von linearen Gruppen iiber Ringen durch Elementarmatrizen: Die Nor- 
malteiler der Gruppe SL(n, R) (Bass [ 1, Theorem (4.2)(e)] ), eine Kom- 
mutatorformel (Bass [ 1, Theorem [(4.2)(d)]) sowie die Tatsache. dab die 
Gruppe SL(n, R), n 3 3, von den Elementarmatrizen erzeugt wird, wenn R 
ein Dedekind-Ring in einem globalen Korper ist (Ein Spezialfall des 
“Kongruenz-Untergruppen-Problems,” siehe Bass, Milnor, and Serre [2. 
Corollary (4.3)]). 
Bexichnungen. Es sei stets K ein kommutativer Korper und n eine 
natiirliche Zahl. 1st I’ ein K-Vektorraum der Dimension n und 0 < Y < n, so 
bezeichne G,(V) die Menge der r-dimensionalen Teilraume von I’. Eine 
Hyperebene von V ist ein Element von G, ,( I’); eine Fahne in V ist ein 
(n - 1 )-Tupel ( V, ,..., I’,, , ) von Teilraumen von V mit (0) < I/, < . .. < 
V n-l < V. Eine Untergruppe von GL( V) heibe fahnentransitiv, falls sie 
transitiv auf der Menge F(V) der Fahnen in V operiert. 
Operiert eine Gruppe G auf einer Menge X, so bezeichne G, fur jedes x 
aus X die Standgruppe von .Y in G; gilt G, = ( 1) fur jedes x aus X, so sagen 
wir, da13 G frei auf X operiert. 1st G eine Untergruppe von GL( V) und W 
ein Teilraum von V, so bezeichne G w  die von G u, in W induzierte Gruppe; 
fur jedes g aus G,+. sei g 1 w. bzw. g 1 c;lu. die von g in W bzw. in V/W 
induzierte Abbildung. Ein Element h von GL( V) heiRe Transvektion, falls 
kern(h - id) eine Hyperebene ist, welche Im(h-id) enthalt. 
1st R ein Teilring von K und M eine Teilmenge von V, so bezeichne 
[MIR den von M in V erzeugten R-Modul. Fur jeden kommutativen Ring 
R sei R* die Einheitengruppe von R. 1st A ein freier R-Modul vom Rang n, 
so bezeichne CL(A) bzw. SL(A) die Automorphismengruppe von A bzw. 
die Gruppe der Automorphismen von A mit Determinante 1; GL(n, R) und 
SL(n, R) seien die entsprechenden Matrixgruppen. 
Eine Elementarmatrix ist eine Matrix mit Einsen auf der 
Hauptdiagonalen, welche aurjerhalb der Hauptdiagonalen genau einen von 
0 verschiedenen Eintrag hat. Ein globaler Korper ist eine endliche 
Erweiterung des rationalen Zahlkorpers oder eines Kijrpers F,(x), Fq 
endlich. SchlieBlich bezeichne Z den Ring der ganzen Zahlen. 
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1. HAUPTERGEBNISSE 
SATZ 1. Sei K algebra&he Erweiterung eines endlichen Kiirpers und 
n 2 5. Dann enthtilt jede fahnentransitive Untergruppe von GL(n, K) die 
Gruppe SL(n, K). 
Bemerkung 1. Fiir endliches K wurde dies von Higman [8] gezeigt. 1st 
K ein Kiirper, welcher nicht algebraisch iiber einem endlichen Kiirper ist, 
so enthAt SL(n, K) stets echte fahnentransitive Untergruppen; denn nach 
dem untenstehenden Lemma 1 wirkt SL(n, R) fahnentransitiv in K” fiir 
jeden Bewertungsring R von K. 
SATZ 2. Sei K ein globaler Ktirper und G eine Untergruppe von GL(n, K), 
n > 5. Genau dann wirkt G fahnentransitiv in K”, wenn ein Hauptidealring R 
mit Quotientenkiirper K und eine zu G konjugierte Untergruppe G, van 
GL(n, K) existieren mit SL(n, R) < G, < K* GL(n, R). 
KOROLLAR 0. Sei K ein globaler Kiirper und n > 5. Die fhhnentransitiven 
Untergruppen von SL(n, K) sind dann genau die GL(n, K)-Konjugierten der 
Gruppen SL(n, R), R ein Hauptidealring mit Quotientenkiirper K. 
KOROLLAR 1. Sei K ein globaler Kiirper und n 2 3. Ferner sei R, ein 
Hauptidealring mit Quotientenkiirper K. Ist dann G eine Untergruppe con 
GL(n, K), welche die Gruppe SL(n, R,) enthiilt, so gilt SL(n, R) < G < 
K* GL(n, R) fir einen Ring R zwischen R, und K. 
KOROLLAR 2. Sei n 3 3, und sei R ein Integritiitsbereich, welchet 
maximaler Teilring seines Quotientenkiirpers K ist. Dann ist SL(n, R) 
maximale Untergruppe von SL(n, K). 
Bemerkung 2. Korollar 1 und 2 ergeben sich als Nebenprodukt beim 
Beweis von Satz 1 und 2. Zum Fall n = 3, 4 sei folgendes gesagt (siehe 
hierzu such Satz 1’ und 2’): Hinsichtlich Satz 1 sind mir nur die drei von 
Higman [S] im endlichen Fall gefundenen Gegenbeispiele bekannt (und 
ich nehme such an, daB keine weiteren existieren). Jeder Bewertungsring R 
mit Restklassenkiirper Z/(2) in einem globalen Kiirper liefert ein Gegen- 
beispiel zu Satz 2, denn das Urbild in SL(n, R) (n = 3,4) einer der in [S] 
angegebenen, fahnentransitiven, echten Untergruppen von SL(n, Z/(2)) ist 
dann eine fahnentransitive Untergruppe von SL(n, R) vom Index 8. 
SchlieBlich sei bemerkt, dalj der Fall n = 2 von den hier verwendeten 
Methoden iiberhaupt nicht erfaflt wird. 
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2. ZWEI HILFS~TZE 
LEMMA 1. Sei R ein Integritiitsbereich mit Quotientenkorper K. Dann 
sind iiquivalent: 
(1) R ist ein Bezout-Ring. 
(2) SL(n, R) wirkt fahnentransitiv in K” jiir alle n > 2. 
(3) GL(n, R) wirkt fahnentransitiv in K”,fiir ein n > 2. 
Beweis. Wirkt GL(n, R) fahnentransitiv in Kff fiir ein n 32, so wirkt 
GL(2, R) fahnentransitiv in K’; also existiert zu jedem (a, b) aus R* eine 
Matrix A aus GL(2, R) und ein c aus R mit (a, b) A = (c, 0). Dann gilt 
Ra + Rb = Rc, und somit ist R ein Bezout-Ring. Dies zeigt die Implikation 
(3) + (1). Da der SchluB von (2) auf (3) trivial ist, bleibt nur zu zeigen, 
dal3 (2) aus (1) folgt. Sei also angenommen, da13 R ein Bezout-Ring ist. 
Wir verwenden Induktion nach n. Im Fall n = 2 ist zu zeigen, da6 zu 
jedem (a, 6) aus R’ mit Ra + Rh = R eine Matrix A aus SL(2, R) existiert 
mit ( 1,O) A = (a, b); das ist aber klar. Sei nun angenommen, da13 n > 2 und 
darj SL(n - 1, R) fahnentransitiv in K”- ’ wirkt. Dann 1aSt sich jedes 
t-x ,,..,, x,,) aus K” durch ein Element von SL(n, R) auf ein (x,, I’, 0 ,..., 0) 
abbilden, und dieses wiederum auf ein (c, O,..., 0). Also wirkt SL(n, R) 
transitiv auf G1(K”); folglich geniigt es zu zeigen, dafi die Standgruppe in 
SL(n, R) des Raums P := K(O,..., 0, 1) fahnentransitiv in K/P wirkt. Dies 
folgt aus der Induktionsvoraussetzung. 
LEMMA 2. Sei W eine unendliche, multiplikativ abgeschlossene Teilmenge 
von K, und sei E eine Untergruppe von SL(n - 1, K), n 3 4, welche alle 
Elementarmatrizen enthiilt, deren nicht auf der Hauptdiagonalen liegender, 
von 0 verschiedener Eintrag aus W ist. Ferner sei k eine Abbildung von E in 
K”- I, so dab’ die Menge U aller Matrizen (ai41) y), A aus E, eine 
Untergruppe von GL(n, K) bildet. (Dabei hezeichnet 0 den aus n - 1 Nullen 
hestehenden Spaltenvektor). Dann entkilt U eine Transvektion. 
Beweis. Die Behauptung folgt aus den Rechnungen im Beweis von [S, 
Lemma 43. Die Punkte (1) und (2) in diesem Beweis zeigen die Behaup- 
tung im Fall n > 4. Im Fall n = 4 benijtigt man die auf Seite 444 gezeigte 
Beziehung “x, = s2 = X~ = 0” (Die Herleitung dieser Beziehung ist im Fall 
char(K) = 2 in unserer Situation leicht zu modifizieren, da W nicht notwen- 
dig ein Korper ist: Man berechne K$(&p,,) auf zwei verschiedene Arten mit 
der Produktformel (11) und stelle in der entstehenden Polynomidentitat 
Koeflizientenvergleich an). 
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3. DER GRUNDSTOCK DER BEWEISE 
Von nun an sei stets P’ ein K-Vektorraum der Dimension 11. In der 
Situation des folgenden Lemmas ist V Lokalisierung des R-Moduls A und 
demnach ist die Automorphismengruppe GL(A ) von A in kanonischer 
Weise Untergruppe von GL( I’). 
LEMMA 3. Sei n > 3 und R ein ganz ahgeschlossener Teilring van K, so 
daJ der Quotientenkiirper van R in K gleich K ist. Ferner sei G eine 
Untergruppe von GL( V), welche transitiv ayf der Menge der inzidenten 
Paare (P, H) aus G,(V) x G,,+ ,(V) Mgirkt. Fiir ,jede Hyperehene H ran V 
hezeichne G, die Gruppe aller g aus K* G,, mit g I I, II = in; es gelte .fiir jerks 
x # 0 aus H, daJ der Raum [C,(X)] R ein .freier R-Modul vom Rang n ~ 1 
ist. Ferner hezeichne C? die Gruppe aller g aus K* G mit det( g) E R*. 
Fiir jedes y # 0 aus V ist dann A := Ri?( J*) ein R-Modul in V, so daJ ru 
jeder Hyperebene H von V ein I # 0 aus H existiert mit A n H = [G,(s)] x. 
Ferner ist G in der Gruppe K*GL(A) enthalten. 
Beweis. Fiir HE G,,+ ,( V) und .Y E H, x # 0, sei F(s. H) := [C,(x)] R. 
Dann gilt: 
F(s, H) = R&(s) (1) 
Da G, transitiv auf G,(H) operiert, existieren ngmlich zu jedem z aus 
F(x, H) ein g aus C, und ein r aus K mit ; = rg(s). Dann gilt rF(.u, H) = 
F(rx, H) = F(z, H) 6 F(x, H), und somit liegt r in R (da F(.u, H) ein freier 
R-Modul ist ). Dies zeigt F(.u, H) d Rc?,(.u). Die umgekehrte Inklusion ist 
klar. 
Da (I?, in V/H trivial wirkt und in H einen freien R-Modul vom Rang 
n - 1 invariant l%I3t, gilt ferner: 
G,&‘. (2) 
Aus (2) und der Tatsache, daB c, transitiv auf G,(H) wirkt, folgt: 
G wirkt transitiv auf G,( V). (3) 
Wir benijtigen weiter: 
(K*G),& fiir alle I # 0 aus V. (4) 
Dies folgt aus (2) unter Beachtung der Tatsache, da13 jedes Element der 
Standgruppe (K* G)= den Eigenwert 1 hat und somit in einem G, liegt. 
Sind HE G,,- ,(V) und z,, z2 E H mit Z, E c(z2), so gilt Z, E RGJ:?). (5) 
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Sei nlmlich zr = g(z,) fur ein g aus G; wir konnen annehmen Z, # 0. 
Wegen der Transitivitatseigenschaften von G existiert dann ein h aus K*G 
mit h(z,)=z, und h(g(H))= H. Nach (4) ist alsof:= hg ein Element von 
G mit Z, =f(z,) undf(H) = H. Sei Y aus K mit f '  := rfE cH. Nach (2) gilt 
dann rn = det(f’) det(f) ~ ’ E R*. Folglich liegt such r in R*, da R ganz 
abgeschlossen ist (in K). Also z, =,f(z2) = r 'f'(z?) E RG,(z2). Dies zeigt 
(5). 
Nun konnen wir den Beweis des Lemmas zu Ende bringen. Sei JJ # 0 aus 
V und A := RG( y). Fur jede Hyperebene H von V existiert dann gemaI3 (3) 
ein x aus H mit XE~(J). Nach (5) gilt dann AnH=(R@x))nH< 
RG,(x) ,< F(x, H). Nach (1) und (2) ist zudem F(x, H) in A enthalten, also 
.4 n H = F(.x, H). Daraus folgt insbesondere, daIj A ein R-Modul ist. Nach 
(3) und (4) gilt schlieI3lich 
G<K*G=(K*G)&=K*(K*G),.c=K*&K*GL(A). 
LEMMA 4. Es gelte in der Situation uon Lemma 3 zusiitzlich, daj3 G eine 
Transvektion enthiilt und daJ ein N #O aus R existiert mit 
NIG,(x)IR d [C,(X)]~ ,fiir alle Hyperebenen H ran V und alle x aus H. 
Dann existiert ein q # 0 aus R, so daJ die Gruppe G ulle Transoektionen u 
aus GL( V) mif (u - id)(A) 6 qA enthiilt. 
Beweis. Sei H eine Hyperebene von V und U die Gruppe aller ti aus 
CL(V) mit uln-id und u[~,,~= id. Ferner sei a ein Element von A, 
welches nicht in H liegt. Dann ist die Abbildung j”: u + u(a) - a ein 
Isomorphismus von U auf die additive Gruppe von H. Ferner gilt: 
L(gug -‘)=g(l(u)) fur alle u E U und g E GL( V) mit 
g(H) = H und g 1 ,,.,H = id. (1) 
Nach Voraussetzung existiert ein u,, # 1 aus U n G. Wegen det (uO) = 1 
liegt dann u0 in G, und somit ist ,yO := n(u,) ein von 0 verschiedenes 
Element von A n H. Nach Lemma 3 existiert ein Y aus H mit A n H = 
F(x, H) (in der Notation des Beweises von Lemma 3). Da GH transitiv auf 
G,(H) wirkt, existieren ferner ein f  aus GH und s, t aus R mit t # 0 und 
sxO= tf(x). Man setze q:= tN. 
Nach (I) ist der Raum A( Un G) invariant unter G,, und somit gilt 
A(UnG) 3 [C,(X,)]~ 2 NF(x,, H) 2 NF(sx,, H) = NF(tx, H) = 
qF(x, H) = q(A n H). Folglich enthalt G alle Transvektionen u aus GL( V) 
mit kern@ - id) = H und (u - id)(A) < qA. Da die Gruppe G in K* CL(A) 
enthalten ist und transitiv auf G n ~ i( V) operiert, zeigt dies die Behauptung. 
Bemerkung 3. Wir konnen nun den Beweis von Korollar 2 fiihren. 
Hierzu sei bemerkt, daI3 die Integritatsbereiche, welche maximaler Teilring 
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ihres Quotientenkorpers sind, genau die eindimensionalen Bewertungsringe 
sind (Dies folgt mit Standardschliissen der Kommutativen Algebra, siehe 
z.B. [lo]). Der Beweis von Korollar 2 zeigt, dal3 in der dortigen Situation 
genauer gilt: 1st G ein Untergruppe von GL(n, K), welche die Gruppe 
SL(n, R) enthalt, so ist G entweder in K*GL(n, R) enthalten oder enthalt 
die Gruppe SL(n, K). 
Beweis van Korollar 2. Seien II, R, K wie in Korollar 2. Sei ferner 
B=Rx,+ ... + Rx,, ein freier R-Modul in V vom Rang n und G eine 
Untergruppe von SL( V), welche die Gruppe SL(B) enthalt. Da R ein 
Bewertungsring ist, wirkt dann G fahnentransitiv in V (nach Lemma 1). 
Sei H die von X, ,..., X, ~ , aufgespannte Hyperebene von I’; ferner sei GH 
wie in Lemma 3 die Gruppe aller g aus K* G, mit g ( ,, H = id. Dann ist 
C:= Rx, + . .. + Rx,-, ein freier R-Modul in H, so dal3 SL(C) in der von 
GH in H induzierten Gruppe enthalten ist. Folglich gilt 
C= [SL(C)(X,)]~< [G,(.Y,)]~=: M, und somit ist R in dem folgenden 
Ring R’ enthalten: 
Wir betrachten zunachst den Fall R’ = K. In diesem Fall gilt M = H und 
somit folgt aus Lemma 4 (mit K anstelle von R), daB G alle Transvektionen 
aus GL( V) enthalt. Dann ist G = SL( V). 
Da R maximaler Teilring von K ist, mussen wir jetzt nur noch den Fall 
R’ = R untersuchen. In diesem Fall gilt Mn K-u, = Rx, = Cn Kx, Da die 
Gruppe SL(C) transitiv auf G i (H) wirkt und den Modul M invariant la&, 
folgt nun M= C. Somit sind alle Voraussetzungen von Lemma 3 erfiillt, 
und wir erhalten, dal3 A := RG(x, ) ein R-Modul in I’ ist. Ferner folgt aus 
dem Beweis von Lemma 3, daB A n H = M; also hat man A n H = C = 
Bn H. Daraus folgt A = B, da die Gruppe SL( B) transitiv auf G,, ,( I’) 
operiert und in G enthalten ist. Es ist sogar die Gruppe G in G enthalten 
(wegen G d SL( V)), also G d (? d GL( A) = GL( B). Dies zeigt G = SL( B). 
LEMMA 5. Sei II 3 2 und F eine Untergruppe uon GL( V), ltvfche transitia 
auf G,( V) wirkt. Es sei F., # ( 1 > .fiir alle .Y aus V. Ferner sei R der Teilring 
won K rnit R={t~K:t.u~[F(x)]~)=(t~K:t~[F(.x)]~d[F(x)]~] ,ftir 
able x # 0 aus V. Dann ist der Quotientenkiirper uon R in K gteich K. 
Beweis. Sei k der Quotientenkorper von R in K und .Y # 0 aus V. Dann 
ist X := [F(x)]~ ein irreduzibler k[F]-Modul. Zu jedem y #O aus X 
existiert namlich ein .f aus F mit ,f( .Y) E Kx; also gilt f’(y) = rs ‘x fur 
gewisse r, s aus R, s # 0 (nach Definition von R) und somit [F( .I,)], = 
[F(rs ’ x)], = x. 
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Da I/ die Vereinigung der irreduziblen k[F]-Moduln tX (te K) ist, 
existiert eine Familie ( ti)it I in K\(O), so da13 V (als k-Vektorraum) die 
direkte Summe der tJ ist (siehe z.B. [9, page 119, Corollary 11). Es 
bezeichne pi: V + tJ die i - te Projektion bzgl. dieser direkten Zerlegung 
von V. Hat man nun zwei verschiedene Elemente i, j von Z, und ein y aus X 
gegeben, so existiert ein t aus K mit t,x + tj y E tX. Dann ist die Abbildung 
PllfX ein F-equivarianter Isomorphismus von tX auf tiX, und folglich 
ist die Abbildung Z-+t,~lpj(p,I,,y)-l (t;Z) ein F-equivarianter 
Endomorphismus von X, welcher x auf y abbildet. 
Im Fall 1 II > 1 ist damit gezeigt: Zu jedem y aus X existiert ein 
Endomorphismus von X, welcher mit der Wirkung von F vertauscht und I 
auf y abbildet. Dies steht im Widerspruch zu der Voraussetzung F, # { I }. 
Also hat die Menge I nur ein Element, und es gilt K= k = 
Quotientenkijrper von R. 
4. HILFSS~~TZE UBER GLOBALE K~RPER 
Wir stellen zunachst in Hilfssatz 1 bis 3 einige elementare Tatsachen iiber 
Teilringe globaler K&per zusammen. 
HILFSSATZ 1. Jeder Tei/ring eines globalen K6rper.s ist noethersch. 
Beweis. Folgt aus dem Satz von Krull-Akizuki [ 15, Sect. 2, Teil 51. 
HILFSSATZ 2. Sei R, ein Integritiitshereich, dessen Quotientenkiirper K 
ein globaler KCper ist. Ferner sei R der ganze AbschluJ von R, in K. Dann 
ist R ein Dedekind-Ring, und es existiert ein N # 0 aus R mit NR 5 R,. 
Beweis. Es existiert ein Hauptidealring J in R,, so da13 K eine endliche, 
separable Erweiterung des Quotientenkorpers von J ist (im Fall 
char(K)#O siehe [7, S. 241,242]). Die Behauptung folgt nun aus 
[9, Proposition 10.9 und Theorem 10.71 und [16, Theorem (40.1)]. 
HILFSSATZ 3. Sei R ein Dedekind-Ring mit Quotientenkiirper K. Ferner 
sei Z ein Ideal #O von R. Gilt dann g(l”)g r’ fiir ein g aus GL(n, K), so such 
g(R”) s R”. Ist K ein globaler Kiirper, so ist R/I endlich. 
Beweis. Zufolge [9. S. 606, Lemma 31 gilt fur jedes s aus K: sZ&Z+ 
s E R. Wendet man diese Aussage auf die Eintrage der Matrix g an, so erhalt 
man die erste Behauptung. Zum Beweis der zweiten Behauptung konnen 
wir annehmen, dab I ein Primideal ist. Dann ist die Lokalisierung R, ein 
(diskreter) Bewertungsring von K ([9, Theorem 10.6]), also / R/II = 
I R,I(R,O < 00. 
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HILFSSATZ 4. Sei n > 2 und R ein Integritiitsbereirh nut Quotientenkiir- 
per K. Ferner sei A ein R-Modul in V, so daJ A n P ,fiir jeden eindimen- 
sionalen Teilraurn P von V ein noetherscher R-Modul ist. SchlieJlich sei F 
eine fahnentransitive Untergruppe von GL( V), welche A invariant liij?t; i.yt 
n = 2, so gelte F, # { 1 } fiir alle x aus V. Dam ist A ein noetherscher R- 
Modul. 
Beweis. Sei 2 der Zentralisator von F in der Endomorphismenalgebra 
End(V) von V. Da F irreduzibel in V wirkt, ist Z eine Divisionsalgebra. Im 
Fall n > 2 impliziert die Fahnentransitivitlt von F, dal3 Z nur aus Skalaren 
besteht. Im Fall n = 2 folgt dies aus der Bedingung F., # ( 1); ware nlmlich 
n = 2 und dim,(Z) > 1, so ware Z eine quadratische Korpererweiterung 
von K und FcZ. 
Es gilt also in jedem Fall dim,(Z) = 1. Daraus folgt [F] K = End( V) 
(nach dem Dichtesatz fur irreduzible Moduln, siehe [9. 4.3 J). Man wahle 
nun e, ,..., e, aus End(V) mit id,. =e, + ... +r, und V=Im(e,)@ ... @ 
Im(e,). Dann existiert ein r # 0 aus R mit rein [FIR (fur i = I,..., n). Somit 
hat man rA=(rid,)(A)<(re,)(A)+ ... +(re,,)(A)<(Im(e,)nA)+ ... + 
(Im(e,) n A). Folglich ist rA und damit such A noethersch. 
LEMMA 6. Sei n > 2 und K ein globaler Kiirper. Ferner sei F eine fahnen- 
transitive Untergruppe von GL( V), so da8 F, # { 1 i jiir al/e s aus V. Es sei 
R, der Teilring van K, so daJ fur alle x # 0 aus V gilt 
R,= +K: txE [F(s)]~; = { TV K: t[F(x)lm < [F(.Y)]~ 1. SchlieJlich sei R 
der ganze Abschlub von R, in K. Dann ist R ein Hauptidealring und der 
Quotientenkiirper von R (und R,) in K ist gleich K. Fiir jedes I # 0 aus V ist 
[F(x)] R ein freier R-Modul vom Rang n. 
Beweis. Nach Lemma 5 ist der Quotientenkorper von R, (und damit 
such von R) in K gleich K. Sei x#O aus V und A := [F(x)lz. Dann ist A 
ein R,-Modul in V und A n Kx = R,x. Da R, nach Hilfssatz 1 noethersch 
ist, greift somit Hilfssatz 4, und wir erhalten, da13 A ein endlich erzeugter 
R,-Modul ist. Folglich ist B:= [A] R ein endlich erzeugter R-Modul. Da R 
ein Dedekind-Ring ist (nach Hilfssatz 2), liefert nun der Hauptsatz iiber 
endlich erzeugte, torsionsfreie Moduln iiber Dedekind-Ringen, dal3 B 
direkte Summe von R-Moduln M ,,..., M,, vom Rang 1 ist. Es gilt M, = Zy, 
fiir ein Ideal I # {O] von R und ein yi aus V. Da F transitiv auf G ,( V) 
wirkt, ist dann jedes Mi von der Form Zlji fiir ein yj aus V (i= l,..., n). 
Wegen B=Zy, + ... +Zy, und V=Ky, + ... +Kyn folgt nun aus 
Hilfssatz 3, da13 die Gruppe F such den freien R-Modul Ry , + . . . + Ry*,, 
invariant hifit. Demnach ist R ein Hauptidealring gemal Lemma 1 (denn R 
ist noethersch), und somit ist such B ein freier R-Modul vom Rang n. 
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5. SCHWACHE VERSIONEN DER %TZE 1 UND 2 
SATZ 1’. Sei K unendliche algebra&he Erweiterung eines endlichen Kiir- 
pets. Ist dann G eine fahnentransitive Untergruppe von GL(n, K), n 3 3. 
welche ein unipotentes Element g # 1 mit def( g- id) > 1 enthalt, so ist die 
Gruppe SL(n, K) in G enthalten. 
Beweis. Die Voraussetzung iibertragt sich auf die von G in einer 
Hyperebene von K” induzierte Gruppe. Per Induktion geniigt es demnach 
gemal [ 141, die Behauptung im Fall n = 3 zu beweisen. In diesem Fall ist 
jedes unipotente Element g # 1 von G mit def( g - id) > 1 eine Trans- 
vektion. Da zudem jeder Teilring von K ein K&per ist, folgt nun aus 
Lemma 5, dalj die Voraussetzungen von Lemma 3 und 4 fur R := K erfiillt 
sind. Somit enthalt G alle Transvektionen aus GL(3, K). Daraus folgt die 
Behauptung. q.e.d. 
1st R ein Ring und q aus R, so bezeichne E(n, R, q) den von den Elemen- 
tarmatrizen aus kern[GL(n, R) + GL(n, R/(q))] erzeugten Normalteiler 
von GL(n, R). 1st R ein Dedekind-Ring oder ein semi-lokaler Ring sowie 
n 2 3, so ist diese Definition von E(n, R, q) aquivalent der in Bass [l] 
(siehe [l, Theorem (4.2)(c)]). 
SATZ 2’. Sei K ein globaler K&per. Ferner sei G eine fahnentransitive 
Untergruppe von GL(n, K), n > 3, welche ein unipotentes Element g # 1 mit 
def( g - id) > 1 enthatt. Dunn esistiert ein Hauptidealring R mit Quotien- 
tenkiirper K, ein q # 0 aus R und eine -7~ G konjugierte Untergruppe G, von 
GL(n, K) mit E(n, R, q) d G, d K* GL(n, R). 
Beweis. Sei X := K”- ’ als Hyperebene von K” aufgefaht (vermoge 
(x, ,..., x, ~ ] ) - (x1 ,..., .‘i, - , , 0)). Im Fall n > 3 konnen wir per Induktion 
annehmen, da0 ein unendlicher Teilring R, von K und ein q, # 0 aus R, 
existieren, so dal3 gilt: Die von G, in X induzierte Gruppe enthalt E(n - 1, 
R,, q,). Eine einfache Rechnung (siehe [l, Corollary 1.31) zeigt, daB 
E(n - 1, R,, q:) in der Kommutatorgruppe von E(n - 1, R,, ql) enthalten 
ist. Somit konnen wir im Fall n > 3 annehmen, daB GX eine Untergruppe U 
hat, welche in X die Gruppe E(n - 1, R, , qf) induziert und in K”/X trivial 
wirkt. Wirkt U zudem treu in X, so enthalt U nach Lemma 2 eine Trans- 
vektion; andererseits enthalt die Gruppe U aber such eine Transvektion, 
falls sie nicht treu in X wirkt, da jedes Element # 1 aus dem Kern der 
Wirkung von U in X eine Transvektion ist. 
Da im Fall n = 3 jedes unipotente Element g# 1 von G mit 
def( g- id) > 1 eine Transvektion ist, konnen wir also in jedem Fall 
annehmen, da13 G eine Transvektion enthalt. 
Fiir eine Hyperebene H von K” betrachten wir nun die Gruppe G, 
(deliniert wie in Lemma 3). Wendet man Lemma 6 auf die von G, in H 
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induzierte Gruppe Fan, so erhalt man einen Hauptidealring R, welcher die 
Voraussetzungen von Lemma 3 erfiillt. Der dort konstruierte R-Modul .4 
ist dann nach Hilfssatz 4 endlich erzeugt. und ist somit ein freier R-Modul 
vom Rang n (nach dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte Moduln iiber 
Hauptidealringen). Nach Hilfssatz 2 ist zudem die Voraussetzung von 
Lemma 4 erfiillt. Die Behauptung folgt nun aus Lemma 3 und 4. 
6. DIE EXISTENZ VON UNIPOTENTEN ELEMENTEN 
UND DER BEWEIS VON SATZ~ 
HILFSSATZ 6. Sei K ein algebra&her Zahlkorper oder char(K) # 0; jer- 
ner n 3 3. Ist dann F die Invarianzgruppe in GL( V) einer Polaritiit auf V, so 
wirkt F nicht fahnentransitiv in V. 
Beweis. Kommt die Polaritat von einer alternierenden Bilinearform her, 
so ist F sicher nicht fahnentransitiv. Wir konnen also annehmen, daB die 
Polaritat durch eine hermite’sche Form auf V beschrieben wird. Sei J der 
zugehijrige Automorphismus von K. Nach [ 13, Satz 1 ] wirkt F hiichstens 
dann fahnentransitiv, wenn die Gruppe der Normen ttJ (t E K*) additiv 
abgeschlossen ist. Diese Bedingung ist im Fall char(K) # 0 sicher nicht 
erfiillt (da die Zahl 1 stets Norm ist). Sei also nun angenommen, da0 K ein 
algebraischer Zahlkorper ist. Ferner sei k der Fixkijrper von J. 
Nach Hasse [6, Sect. 24, Teil 1, I] gibt es unendlich viele Primideale Q 
des Rings der ganzen Zahlen in k, so da13 P:= RQ ein Primideal im Ring R 
der ganzen Zahlen von K ist. Also kann Q # (0) so gewahlt werden, da13 
die Primzahl p:=char(R/P) unverzweigt in K ist. Dann ist die Ordnung 
or(p) von p bzgl. P gleich 1. Folglich kann p nicht von der Form tr 
(tEK*) sein, da v,(ttJ)=v,(t)+v,(tJ)=v,(t)+v,,,,(tJ)=2v,(t)~22. 
Also ist die Gruppe der Normen nicht additiv abgeschlossen. 
HILFSSATZ 7. Sei K ein unendlicher Kiirper und U ein 2-dimensionaler K- 
Vektorraum. Ferner sei F eine fahnentransitive, aujlosbare Untergruppe von 
CL(U), welche das Zentrum von GL( U) enthiilt. Dann existiert ein Teilktir- 
per L der Endomorphismenalgebra von U mit [L : K] = 2, und ein Element 1 
des Normalisators r von L in CL(U) mit y2 = 1, so da&’ gilt 
r= (y> L* = (y> F. Ist char(K) # 2, so enthtilt F kein unipotentes Element 
#l. 
Beweis. Die Theorie der algebraischen Gruppen liefert einen Nor- 
malteiler F,, von F von endlichem Index mit unipotenter Kom- 
mutatorgruppe Fb. Die unipotente Gruppe FL stabilisiert eine Fahne in U, 
und dann sogar-da invariant unter der fahnentransitiven Gruppe F-jede 
Fahne in U. Also ist Fb trivial und F, abelsch. Folglich erzeugt F, eine 
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kommutative Unteralgebra L der Endomorphismenalgebra von U. Der 
Kern eines jeden Elements von L ist invariant unter F,, und hat somit 
endliche Bahn unter F. Folglich ist L nullteilerfrei und ist somit ein Korper. 
Die Existenz eines y aus r mit y2 = 1 und r= (y ) L* ist klar (da f die 
Gruppe der L-semi-linearen Abbildungen f von U ist, so da13 der zu f 
gehorige Automorphismus von L in Gal( L 1 K) liegt). Da F eine auf U\ (0 i 
transitive Untergruppe von r und (y ) die Standgruppe eines x E U\ { 0) in 
r ist, folgt f = (y ) F. 1st schlieglich f ein unipotentes Element von r, so 
liegt f2 in L* und die Beziehung (f' - 1 )‘= 0 impliziert f2 = 1; im Fall 
char(K) # 2 folgt daraus f = 1. 
LEMMA 7. Sei Z ein 5-dimensionaler K-Vektorraum und G eine fahnen- 
transitive Untergruppe von GL(Z), welche ein Element h mit def(h - id) = 
def[(h - id)*] = 3 enthtilt. Ferner enthalte die Kommutatorgruppe von G kein 
unipotentes Element u # 1 rnit def(u - id) > 1. Dann l@t G eine Polaritiit auf 
Z invariant. 
Beweis. Sei U bzw. W das Bild bzw. der Kern von h - id. Dann gilt 
Z = U@ W. Fur jedes Element g von G, mit g 1 u = id gilt ferner g( W) = W; 
denn der Kommutator u = [g, h] ist unipotent mit def(u - id) > 1, also 
u = 1, und somit la& g den Eigenraum W von h invariant. Diese 
Eigenschaften charakterisieren W relativ U: 
(1) 1st w’ ein Teilraum von Z mit Z = lJ@ w’ und 
{gEG.:gI.=id}<Gw, so gilt W= I+“: Es existiert nlmlich ein 3- 
dimensionaler Teilraum X von Z mit U < X< U + ( Wn W’), sowie ein g 
aus G mit X=kern(g-id)=kern[(g-id)2]. Dann hat mangl,=id, also 
g(w) = I+” und somit Y:= Im(g- id) 6 w’; desgleichen Y6 W. Dies 
ergibt Z=X+ Y< U+(Wn II”). Daraus folgt W= W’. 
(2) Fiir alle f aus G, gilt f ( W) = W: Dies folgt aus ( 1). Denn mit W 
ist such f ( W) ein Teilraum von Z mit den entsprechenden Eigenschaften. 
(3) Jeder Teilraum T von Z der Dimension 2 oder 3 hat ein Gr 
invariantes Komplement P in Z: Im Fall dim T = 2 folgt dies aus (2). Den 
Fall dim T= 3 erhalt man dann durch Dualisieren (d.h. Betrachten der 
Wirkung von G im Dualraum von Z). 
(4) Es ist 7” durch T eindeutig bestimmt, und es gilt (p)’ = T: Dies 
folgt aus der Existenz des Elements h in der Voraussetzung von Lemma 7. 
(5) Fiir alle 2-dimensionalen Teilrtiume S, T von 2 gilt: 
dim(S + T) = 3 * dim(S’n To) = 2. 
Sei namlich angenommen, da13 dim(S + T) = 3. Wlhlt man nun ein g aus G 
mit T = Im( g - id) = Im [( g - id)2], so lagt g den Raum S + T invariant; 
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also la& g such den Raum (S + T)” invariant und somit gilt (S-t T)” d 7”. 
Analog erhalt man (S+ r)” d S”. Also gilt (S + T)” d Son 7” und daher 
dim(S’n 70) > 2. Wegen S” # 70 folgt daraus dim(S’n 7”) = 2. 
Nach (3), (4), und (5) ist die Abbildung TH p eine Bijektion von 
G,(Z) auf G,(Z), welche die Relation “adjacence” erhalt. Nach Chow 
[4, Theorem l] kommt diese Abbildung somit von einer Dualitat auf Z 
her. Wegen (p)‘= T (fur alle T aus G,(Z)) ist diese Dualitat sogar eine 
Polaritat. Diese Polaritat ist offenbar invariant unter der Gruppe G. 
LEMMA 8. Sei K ein algehraischer Zahlkbrper oder ein unendlicher Kiir- 
per positiver Charakteristik. Ferner sei n >, 5 und G eine ,fahnentransitivr 
Untergruppe von GL( V). Dann enthiilt die Gruppe K*G ein unipotentes 
Element u # 1 mit def(u - id) > 1. 
Beweis. Wir kiinnen annehmen K*G = G. Sei U ein 2-dimensionaler 
Teilraum von V und H die Standgruppe in G,, einer Fahne in V/U. Dann 
wirkt H noch fahnentransitiv in I/. Wir zeigen zunachst: 
(1) Die Gruppe H ist nicht auflosbar, falls char(K) # 2: Enthalt 
namlich G ein unipotentes Element # 1, so such die von H in U induzierte 
Gruppe F (da G fahnentransitiv ist) und dann folgt (1) aus Hilfssatz 7. Wir 
kiinnen also annehmen, dal3 G kein unipotentes Element # 1 enthalt. Dann 
ist die Standgruppe in G einer jeden Fahne abelsch (da der Kommutator 
zweier oberer Dreiecksmatrizen unipotent ist). Wiirde diese Standgruppe 
nicht nur aus Elementen der Form skalar ma1 unipotent bestehen, so 
mu&e G nach Vijlklein [ 13, Satz 3(b)] eine Polaritat auf V invariant 
lassen. Dies ist aber nach Hilfssatz 6 nicht moglich. Folglich enthalt die 
Standgruppe in G einer Fahne nur Elemente der Form skalar ma1 
unipotent, und damit sogar nur Skalare (nach obiger Annahme). 
Sei nun char(K) # 2 und H auflosbar. Dann liegt die Situation von 
Hilfssatz 7 vor (fur F:= Bild von H in GL( U)). Es gilt L = K(d) mit d’ E K. 
Wegen f < (y ) F liegt d oder yd in F. 1st nun h aus H mit h /(, = d oder 
h I L, = yd, so gilt h’/ [: = fd’ E K*; folglich stabilisiert das Element h” eine 
Fahne in V und ist somit ein Skalar. Nun hat h einen Eigenwert t E K, und 
wir erhalten t’= +d’. Wegen L = K(d) kann der Fall f’= d’ nicht auf- 
treten, also t’= -d’ und L= K(o). Wir kiinnen somit annehmen 
d’ = - 1 und h 1 U = yd. Wegen (yd)’ = (ydy ’ ) d = -d’ = 1 induziert dann 11 
eine Involution in U, stabilisiert demnach eine Fahne in V und ist somit ein 
Skalar. Dieser Widerspruch beended den Beweis von (1). Wir nehmen nun 
an, die Behauptung sei falsch, d.h. 
(2) Jedes unipotente Element II von G mit def( u - id) > 1 ist trivial. 
Dann gilt: 
(3) Die Gruppe H enthalt ein Element It mit V= fJ@ kern(h - id). 
Die n - te Derivierte HI”’ von H wirkt namlich trivial in V/U, also 
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V= U@ kern(h - id) fiir alle h aus H’“) mit kern(hl[,- id,,) = (0). 1st 
andererseits kern (h 1 u - id,) # { 0}, so ist h unipotent (da det h = 1) und 
def(h - id) > 1; also h = 1 nach (2). Jedes h # 1 aus H’“’ leistet somit das 
Verlangte. Zufolge (1) bleibt also nur der Fall char(K) = 2 zu untersuchen. 
In diesem Fall gilt hY 1 r’,L, = id fur q:= 2” und h E H’ ( := Kom- 
mutatorgruppe von H); wie eben erhalt man daraus, da13 entweder 
v= U@ kern(hY - id) oder hY = 1. 1st hY = 1, so ist h unipotent, und somit 
h = 1 oder def(h - id) = 1; der Fall def(h - id) = 1 kann aber nicht auftreten, 
da dann h” # 1, def(h2 - id) = 2 gelten wiirde. 
Wir sehen also, da13 V= U@ kern(hY - id) fur alle h # 1 aus H’. Somit 
konnen wir annehmen, da13 H abelsch ist. 1st dann h ein Element von H, 
welches nichtskalar in U wirkt, so hat h keinen Eigenvektor in U; ferner ist 
das Element h 1 c,Iu von der Form skalar ma1 unipotent, da die Gruppe G,: 
andernfalls eine Polaritat auf V/U invariant lassen wiirde (nach Viilklein 
[ 13, Satz 3(b)]), im Widerspruch zu Hilfssatz 6. Folglich existiert ein t aus 
K* mit V= U@kern(thY--id). Dies zeigt (3). 
Sei nun Z ein 5-dimensionaler Teilraum von V, und sei G, die 
Standgruppe in G, einer Fahne in V/Z. Die von G, in Z induzierte Gruppe 
erfiillt dann die Voraussetzungen von Lemma 7 (zufolge (2) und (3)), und 
somit erhalten wir eine G,-invariante Polaritat auf Z. Dies widerspricht 
Hilfssatz 6. Damit ist die Annahme (2) zum Widerspruch geftihrt. 
Bemerkung. Der obige Beweis zeigt, da0 Lemma 8 allgemeiner fur alle 
Korper K gilt, welche auf K”‘, m 3 3, keine Polaritat mit fahnentransitiver 
Invarianzgruppe zulassen. 
Beweis von Sat- 1. Sei K algebraische Erweiterung eines endlichen Kiir- 
pers und G eine fahnentransitive Untergruppe von GL(n, K), n 3 5. 1st K 
unendlich, so folgt aus Satz 1’ und Lemma 8, da13 die Gruppe SL(n, K) in 
K*G enthalten ist; fur endliches K folgt dies aus Higman [S]. Durch 
Bildung der Kommutatorgruppen erhalten wir schlieBlich: SL(n, K) = 
(SL(n, K))‘< (K*G)‘< G. 
7. FAHNENTRANSITIVE GRUPPEN GIBER ENDLICHEN RINGEN 
UND DER BEWEIS VON SATZ 2 
Urn such mit den Quotientenringen der in Satz 2’ auftretenden Haupt- 
idealringe arbeiten zu konnen, beniitigen wir die folgende Ausweitung des 
Begriffs “fahnentransitiv”: 
DEFINITION. Fur jeden Ring R bezeichne T(n, R) die Gruppe der oberen 
Dreiecksmatrizen aus GL(n, R). Eine Untergruppe G von GL(n, R) heiBe 
fahnentransitiv, falls T(n, R) G = GL(n, R). 
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HILFSSATZ 8. Fiir jeden kommutativen endlichen Ring R ist die Gruppc 
SL(n, R) kommutatorgleich, ,falls n 3 3. Ist R homomorphes Bild eines Rings 
R, und f: GL(n, R,) + GL(n, R) die induzierte Ahhildung, so gilt: Fiir jede 
fahnentransitive Untergruppe G von GL(n, R,) ist ,f( G) eine ,fahnentransitirr 
Untergruppe von GL(n, R). 
Beweis. Nach Bass [ 1, Proposition (5.1 )(a)] gilt SL(n, R) = E(n, R, I ) 
(da R semi-lokal ist). Folglich ist SL(n, R) kommutatorgleich (siehe 
[l, Corollary (1.3)]) und SL(n, R) <f (GL(n, R,)). Fiir jede fahnentran- 
sitive Untergruppe G von GL(n, R,) gilt somit: GL(n, R)= 
Vn, R)f(GUn, l&l)= T(n, Rlf(T(n, &)),f(G)= T(n, R)f(G). 
k3iMA 9. Sei R ein kommutativer, endlicher, fokafer Ring, so daJ das 
maximale Ideal von R ein Hauptideal ist. Dann enthiilt jede fahnentransitive 
Untergruppe G von GL(n, R), n > 5, die Gruppe SL(n, R). 
Beweis. Sei a ein Erzeuger des maximalen Ideals von R. Dann ist ar = 0 
fiir eine natiirliche Zahl r, und die Ideale von R sind genau die Ra”‘, 
16 m d r. Sei nun r minimal mit ar = 0. Wir verwenden Induktion nach r. 
Der Fall r = 1 ist in Satz 1 enthalten. Sei also nun r > 1 angenommen. Es 
bezeichne N bzw. A4 den Kern der kanonischen Abbildung von GL(n, R) 
nach GL(n, R/(a’- ’ )) bzw. nach GL(n, R/(a”)), M’O m:=max(l, r- 2). 
Nach Hilfssatz 8 ist das Bild von G in GL(n, R/(a’ ‘)) fahnentransitiv. Wir 
kijnnen also per Induktion annehmen, da13 dieses Bild die Gruppe 
SL(n, R/(a’~ ’ )) enthtilt; somit NG 3 SL(n, R). Nach Hilfssatz 8 gilt dann 
sogar NG,> SL(n, R), wo G,:= GnSL(n, R) (denn NG, ist ein Nor- 
malteiler von NG mit abelscher Faktorgruppe). 
Jedes Element von N bzw. M schreibt sich als 1 + a’- ‘X bzw. 1 + a”X, X 
eine n x n-Matrix iiber R. Daran sieht man, daIj N im Zentrum von M liegt. 
Wegen NG 2 SL(n, R) wird somit die Gruppe Mn G von SL(n, R) nor- 
malisiert. Nach Bass [ 1, Theorem (4.2)(e) und Proposition (5.1 )(a)] ist 
also Mn G entweder im Zentrum von GL(n, R) enthalten oder enthtilt 
die Gruppe NnSL(n, R). Im letzteren Fall gilt: SL(n, R) = 
(N n SL(n, R)) Go < G. Wir kijnnen also annehmen, da13 M n G im Zentrum 
von GL(n, R) enthalten ist. Dann hat man E(n, R, am) < Mn SL(n, R) < 
N(Mn G) < R*N (man beachte SL(n, R) < NG). Die Beziehung 
E(n, R, a”‘) 6 R*N impliziert aber m 3 r - 1, d.h. r = 2. 
Dann ist G, eine zentrale Erweiterung der Gruppe SL(n, R/(a)). Nach 
Griess [S] ist aber SL(n, R/(a)) die Darstellungsgruppe von PSL(n, R/(a)) 
(da n 3 5) und hat somit trivialen SchurMultiplikator. Folglich ist die 
Gruppe G, das direkte Produkt ihrer Kommutatorgruppe G, mit Nn Go. 
Dann ist die Gruppe SL(n, R) N semidirektes Produkt von G, und N. 
Die Einheitengruppe von R enthglt ein Element .Y der Ordnung 
k:= 1 R/(a) ( - 1. Wir betrachten nun den Fall, daI3 der Primring P von R 
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ein K&per ist. Dann ist L:= P[x] ein Korper. Denn x erfulit die separable 
Gleichung Xk - 1 = 0 iiber P, und somit ist P[x] eine direkte Summe von 
Korpern; folglich hat P[x] trivialen Schnitt mit dem nilpotenten Ideal aR 
und ist somit isomorph zu einem Teilring von R/(a). Jeder s&h Tedring 
ist aber ein Korper. Es ist dann R = L + aR, und somit ist GL(n, R) 
semidirektes Produkt von GL(n, L) und N (da Y = 2). Insbesondere ist die 
Gruppe SL(n, R) N semidirektes Produkt von SL(n, L) und N. Oben hat- 
ten wir gesehen, da13 SL(n, R) N semidirektes Produkt von G, und N ist. 
Wegen H’(SL(n, L), N) = 0 (siehe Taussky and Zassenhaus [ 12, 
Theorem 91) folgt daraus, daI3 G, und SL(n, L) unter GL(n, R) konjugiert 
sind. Wir konnen also annehmen G, = SL(n, L) (Man ersetze evtl. G durch 
ein Konjugiertes). Dann hat man 
alsoJNI~ILl5IT(n,R)nNI.Dieskannabernichtgelten,daINI=ILlnL 
und IT(n,R)nNl=ILI”‘“+“” undn25. 
Somit bleibt nun der Fall zu behandeln, dab P kein Korper ist. Dann ist 
P isomorph Z/(p2) fur eine Primzahl p (da r = 2). Es bezeichne R, den 
Teilring P + aR von R, und f sei eine Untergruppe der additiven Gruppe 
von aR mit aR = IOpP (Ein solches I existiert, da aR eine elemen- 
tarabelsche Gruppe ist). Dann ist Z ein Ideal von R, und R,/I ist isomorph 
P. Bezeichnet ferner f die kanonische Abbildung von GL(n, R,) nach 
GL(n, R,/I) und ist H:= G n GL(n, R,), so folgt aus dem untenstehenden 
Lemma 10, da13 SL(n, R,/I) <f(H); also SL(n, R,) < H kern(f) und somit 
SL(n, R,) n N < (H n N) kern(f) < (G n N) kern(f) 6 R* kern(f). Nun ist 
die Gruppe kern(SL(n, P) --+ SL(n, P/pP)) in der Gruppe SL(n, R,) n N 
enthalten, wird aber unter f nicht ins Zentrum von SL(n, R,/Z) abgebildet. 
Dieser Widerspruch beendet den Beweis von Lemma 9. 
LEMMA 10. Sei p eine Primzahl und F eine Untergruppe von 
GL(n, Z/(p’)), n > 5, so daj das Bild von F in GL(n, Z/(p)) die Gruppe 
SL(n, Z/(p)) enthiilt. Dunn enthiilt F die Gruppe SL(n, Z/(p’)). 
Beweis. Verfahrt man wie im Beweis von Lemma 9, so sieht man, daI3 
nur der folgende Fall auszuschliegen ist: 
Die Gruppe SL(n, Z/( p’)) N zerfallt iiber m, wo 
N:= kern[GL(n, B/( p*)) -+ GL(n, H/(p))]. 
(*I 
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In Beisiegel [3] wird gezeigt, da13 GL(n, 7I;( /I’)) nicht iiber m zerfillt; der 
Beweis dieses Resultats widerlegt such (*). 
LEMMA 11. Sri R cirl Ring. I\vIcher die dirckte Sutttttw dvr ~vzdlichrti 
Kiirper K, . . . . . K, ist. Dunn enthtilt ,jede ,fhhnenrrutt.Fitir:e Untergrrtppe G rott 
GL(n, R), n > 5, die Gruppe SL(n, R). 
Belrei.7. Wir verwenden Induktion nach s. Der Fall s= 1 ist in Satz 1 
enthalten. Sei also nun s > 1 angenommen. Ferner sei R,:= K,@ ... 0 K,, 
und es bezeichne S, bzw. ,I> die kanonische Abbildung von GL(tt, R) nach 
GL(n, K,) bzw. nach GL(n, R2). Nach Hilfssatz 8 ist ,/i(G) fahnentransitiv. 
und wir kijnnen somit per Induktion annehmen, dal3 SL(n, R2) &(G 1; 
ebenso SL(n, K, ) <f;( G). Fiir G,,:= G n SL(n, R) gilt dann SL(n, R,) = 
,fl(G,,), und somit geniigt es zu zeigen: SL(n, R) n kern(,f,) d G,,. (*I 
Es ist ,f‘,(Gnkern(,f?)) eine Untergruppe von GL(n, K,), welche von 
SL(n, K,) normalisiert wird. Demnach ist diese Gruppe entweder im Zen- 
trum Z, von GL(n, K, ) enthalten oder enthglt die Gruppe SL(tz, K, ). Im 
letzteren Fall gilt (*). Wir kiinnen somit annehmen: 
.f’,(Gnkern(.f,))6Z,. (**I 
Wir betrachten zunachst den Fall s > 2. Es ist N:=fi(G,,n kern(,f; )) ein 
Normalteiler von SL(n, R?), so daI3 die Faktorgruppe homomorphes Bild 
von SL(n, K,) ist; wegen s > 2 kann also N nicht im Zentrum von 
SL(n, RJ enthalten sein. Nach Bass [ 1, (4.2)(e) und (5.1)(a)] enthBlt dann 
N die Gruppe SL(n, R7) n kern(h,) fiir ein ,i mit 2 <,j d s; dabei bezeichne h, 
die kanonische Abbildung von GL(n, R,) in GL(r2, @,+,,,+, K,). (Man 
beachte, da13 jedes Idea1 von R, das Produkt gewisser Ki ist.) 
Fiir fi,,:= h,fi gilt somit .fi(Go n kern(,fz,,)) d SL(n, R2) n kern(hi) d N. 
also Go n kern(.&) 6 (G,, n kern(f, 1) (G,, n kern(h 1) und damit 
,f,(G,n kern(fzJ)) <.f,(G, n kern(,fi)) < Z, (nach (**)). Dann mulj such 
f,(Gnkern(f,,)) in Z, enthalten sein. Dies widerspricht aber der 
Induktionsvoraussetzung, wonach das Bild von G in GL(n, @,+,K,) die 
Gruppe SL(n, Cij,+,Ki) enthalt. 
Es bleibt also nur der Fall s = 2 zu untersuchen. Es folgt dann aus ( * * ), 
daS die Gruppen PSL(n, K,) und PSL(n, K,) isomorph sind; also sind 
such die Kbrper K, und K, isomorph (siehe [ 111). Sei q:= 1 K, 1 = 1 K, / 
Aus (**) folgt die Teilbarkeitsbeziehung 1 G I 11 (q - 1 )I GL(n, Kz)l (Der 
iibersichtlichkeit halber verwenden wir jl anstelle des sonst iiblichen 1 fiir 
die Teilbarkeitsrelation.) Dies ergibt I GL(n, K,)I’ = I GL(n, R)l 11 IG / 
(T(n, R)I I( (q- 1 )IGL(n, K,)I 17’(tz, R)I, also qnc” “‘2(q’r- I)(q” ’ - 1) 
...(q-l) = IGUn,K,)l II (q-l)IVn,R)l = (q-l)IT(n,K,)I’ = 
4 “‘“-“(q- l)‘n+‘, somit (q”- l)(q” I- l)...(q- l)li(q- 1)2”+‘. Nun ist 
aber (q-l)‘“+‘= (q-1)“(q-1)“~‘(q-1)‘<(q”-1)(q” ‘-l)(q’-I). 
Dieser Widerspruch beendet den Beweis von Lemma Il. 
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SATZ 3. Sei R ein kommutativer endlicher Ring, so daJ jedes Ideal von R 
ein Hauptideal ist. Dann enthiilt jede fahnentransitive Untergruppe G von 
GL(n, R), n > 5, die Gruppe SL(n, R). 
Beweis. Es ist R die direkte Summe lokaler Ringe R, ,..., R, (siehe 
[9, Theorem 7.133). Sei Ki der Restklassenkbrper von Rj (i= l,..., s). Wir 
verwenden Induktion nach s. Der Fall s = 1 wurde in Lemma 9 behandelt. 
Sei also nun s > 1 angenommen. Ferner bezeichne f2: GL(n, R) -+ 
GL(n, R, 0 . ’ . 0 R,y) bzw. h : GL(n, Rz 0 . . . @ R,) + GL(n, K, @ . ’ . @ K,, ) 
bzw. f,:GL(n, R)+GL(n. R,) bzw. h,:GL(n, Ri) -+ GL(n, K,) die 
kanonische Abbildung (fur i= I,..., s). Man sieht wie im Beweis von 
Lemma 11, daIj es geniigt, zu zeigen: ,f, (G n kern(f,)) 3 SL(n, R, ). 
Nach Hilfssatz 8 und Lemma 11 enthalt das Bild von G in 
GL( n, K, 0 . . . @ K,V) die Gruppe SL(n, K, @ . . . OK,). Folglich gilt 
h, f,(Gn kern(hf,)) 3 SL(n, K,). Dann gilt such /z,,f,(Gn kern(f?)) 3 
SL(n, K,), da die Gruppe kern(hfi)/kern(f,) isomorph der auflosbaren 
Gruppe kern(h) ist. (Man beachte, da13 kern(h) direktes Produkt der pi- 
Gruppen kern(h ;), i = 2 ,..., s, ist. wo p,:= char(Ki)). Da die Gruppe 
fi(GnkerWi)) zudem von SL(n, R,) normalisiert wird (wegen 
SL(n, R,)Q,(G)), folgt nun aus Bass [I, (4,2)(e) und (5.1)(a)], daf3 
f,(Gn kern(f,)) 3 SL(n, R,). Dies war zu zeigen. 
Beweis von Sat: 2. Sei nun K ein globaler K&-per und G eine fahnen- 
transitive Untergruppe von GL(n, K), n >, 5. Zufolge Lemma 8 und Satz 2’ 
kiinnen wir annehmen, daI3 ein Hauptidealring R mit Quotientenkorper K 
und ein q # 0 aus R existieren mit E(n, R, q) < K*G d K*GL(n, R). Mit G 
ist dann such G,:= (K*G) n GL(n, R) eine fahnentransitive Untergruppe 
von GL(n, K). Dann ist G, such fahnentransitiv als Untergruppe von 
GL(n, R) (im Sinne der Definition zu Beginn dieses Paragraphen). 
Bezeichnet also f die kanonische Abbildung von GL(n, R) nach 
GL(n, R/(q)), so gilt SL(n, R/(q)) <f( G,) nach Hilfssatz 3, Hilfssatz 8, und 
Satz 3. Fiir die Gruppe H:= G, n SL(n, R) gilt dann f(H) = SL(n, R/(q)) 
(da die Gruppe SL(n, R/(q)) kommutatorgleich ist, siehe Hilfssatz 8). Fiir 
die Gruppe SL(n, R, q):= kern(,f) n SL(n, R) hat man somit: 
SL(n, R, q) H = SL(n, R) (1) 
Wir benotigen nun: 
E(n, R, 1) = SL(n, R). (2) 
Dies folgt aus Bass, Milnor and Serre [2, Corollary 4.3(a)], falls R von 
“arithmetischem Typ” ist. Im allgemeinen Fall verwendet man, daD fur je 
endlich viele Elemente von R em Teilring A von R von “arithmetischem 
Typ” existiert, welcher diese Elemente enthilt. (Die Existenz von A folgt 
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daraus, dal3 R als Durchschnitt von Bewertungsringen von K geschrieben 
werden kann.) 
In Bass, Milnor, and Serre 12, Theorem 4.l.( a)] tindet sich die folgende 
Kommutatorformel: 
[SL(n, R), Wn, R, q)l 6 E(n, R. q) (3) 
Wegen E(n, R, q) < H folgt nun aus (I ) und (3), dab H ein Normalteiler 
von SL(n, R) ist. Nach Bass [ 1, Theorem (4.2)(e)] existiert also ein q’ aus 
R mit E(n, R, q’) < H, so da13 H in das Zentrum von GL(n, R/(q’)) 
abbildet. Andererseits sieht man wie oben, dalj H surjektiv auf 
SL(n, R/(q’)) abbildet (falls q’ $ R*). Folgiich ist y‘ eine Einheit von R und 
es gilt somit SL(n, R)=E(n, R, l)=E(n, R, q’) < H. Zufolge (2) ist 
SL(n, R) kommutatorgleich (siehe [ 1, ( 1.5 )(i)] ) und wir erhalten 
schliel3lich durch Bildung der Kommutatorgruppen: SL(n, R) = 
(SL(n, R))’ < H’ < G. 
Damit ist gezeigt, da0 die in Satz 2 angegebene Bedingung notwendig ist. 
DaB die Bedingung such hinreichend ist, folgt aus Lemma 1. 
Beweis von Korollur 0. Nach Satz 2 ist nur zu zeigen, da13 fiir jeden 
Hauptidealring R mit Quotientenkorper K gilt: (K*GL(n, R)) n SL(n, K) = 
SL(n, R). Dies folgt aber daraus, da13 R (in K) ganz abgeschlossen ist. 
Beweis oon Korollur 1. Die Gruppe G ist nach Lemma 1 fahnentransitiv. 
Nach Satz 2’ existiert somit ein Hauptidealring R mit Quotientenkiirper K, 
ein q # 0 aus R und ein g aus GL(n, K) mit E(n, R, q) ‘,gGg ~ ’ < 
K*GL(n, R). Dann ist R, in R enthalten, da gSL(n, R,) g- ’ d (gGg ’ ) n 
SL(n, K) d (K*GL(n, R)) n SL(n, K) = SL(n, R), und somit 
R,={sp(h):h~SL(n, R,)]c (sp(h):h~SL(n, R)‘,=R. (Dabei bezeichnet 
sp(h) die Spur der Matrix lz). 
Wir zeigen nun gE K*GL(n, R). Sei s:= (1, 0 ,..., 0)~ R”. Da GL(n. R) 
transitiv auf der Menge der eindimensionalen Teilraume von K” wirkt. 
konnen wir annehmen g(.u) = s. Die Gruppe gSL(n, R,) g ’ ist in 
SL(n, R) enthalten und wirkt transitiv auf der Mcnge der eindimensionalen 
Teilraume von P ; folglich gilt [ ( gSL(n, R,,) g ~ ’ )(.u)] R = R”. Andererseits 
hat man 
C(gWn, &)g ‘)(-~)lR=dCSUn, RO)(.~)IR)=g(R’zh 
Also R” = g( R”) und somit gg GL(n, Rf. Von nun an konnen wir also 
annehmen g = 1. 
Da RO ein Hauptidealring ist, ist die kanonische Abbildung R, + R/(q) 
surjektiv; folglich ist such die induzierte Abbildung SL(n, R,) + 
SL(n, R/(q)) surjektiv (siehe [ 1, (5.2)]). Demzufolge kann man jetzt wie im 
Beweis von Satz 2 verfahren. 
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